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Zur Strukturanalyse zweidimensional fehlt~eordneter OD-Strukturen: 
die Strukturbestimmunt~ des Natriumtetrametaphosphats Na2H2P40~2 

Vow K. DOI~BE~G~R-SOmFF 

Institut fi~r Strulcturforschung der Deutschen Akademie der Wissenschaften, Berlin-Adlershof, Deutschland 

(Eingegangen am 28. Mai 1962 und wiedereingereicht am 12. M~rz 1963) 

X-ray diagrams of :Na~I-I2P4OI~ exhibit sharp reflexions as well as diffuse streaks or spots cor- 
responding to diffuse platelets lying in parallel planes in reciprocal space and indicating two- 
dimensional disorder. The investigation started from the assumption that  the structure may be 
classified as an OD-strueture consisting of equivalent rods, the direction of periodicity of all rods 
being the same. One groupoid family was found to be consistent with the observed distribution 
(in reciprocal space) of diffuse planes and sharp points, the systematic absences and the sym- 
metry of the intensity distribution of the sharp reflexions on the one hand, and of the maxima on 
the diffuse planes on the other hand. 

The sharpness of the maxima indicates the presence of regions corresponding to a structure 
of maximum degree of order. There are two alternative possibilities compatible with the known 
xy electron density projection and the atomic distances known approximately from other struc- 
tures: phosphate rings of 4 tetrahedra and phosphate chains periodic after 4 tetrahedra. For each 
of these alternatives there are again two alternative possibilities for the prevalent structure of max- 
imum degree of order. 

I t  is shown how the values of the intensity maxima on the diffuse platelets may be used to obtain 
generalized Patterson projections and electron density projections of a hypothetical structure 
which is closely related to the real structure. Thus a method for distinguishing between the four 
possibilities quoted and for further refinement of the structure is obtained. 

Einleitunp, 

An der yon Griff i th (1956) als 'Form I I '  des 
Na2H2P4012 bezeiehneten Substanz wurden schon yon 
Gryder, Donnay  & Ondik (1958) zweidimensionale 
Fehlordnungserscheinungen beobachtet .  Diese sind den 
beim Ar t in i t  (de Wolff, 1952; Jagodzinski ,  1959) und  
beim TiBe12 (Raeuchle & Rundle ,  1952) gefundenen 
ziemlieh ~hnlich. Das Na2H2Pa012 wurde im Ins t i tu t  
ftir St rukturforschung der Deutschen Akademie der 
Wissenschaf tea  zu Berl in  n~her untersucht  und  die 
(geordnete) xy-Projekt ion bes t immt  (Jarchow & Dorn- 
berger-Schiff, 1960) (siehe Fig. 1). Wie sich zeigt, 
ist  die Frage, ob ein Polyphosphat  mi t  ket tenfSrmigen 
oder ein Metaphosphat  mi t  r ingfSrmigen Anionen 
vorliegt, n icht  zu entscheiden, wenn m a n  nur  die 
scharfen Reflexe zur Diskussion heranzieht.  Es war 
dazu vie lmehr  notwendig, die In tens i t~ten der auf den 
diffusen Seheibchen l iegenden Maxima zu verwenden. 
Otme auf die Einzelhei ten der S t rukturana lyse  ein- 
zugehen, die einer sp~teren Arbeit  vorbehal ten  bleiben 
sollen (Jarehow, 1964), seien im Folgenden die dabei  
verwendeten Methoden und  die dazu notwendigen 
~ber legungen,  die von der normalen  Struktur-  
bes t immung  abweichen, etwas ausftihrlicher dar- 
gelegt (Dornberger-Schiff, 1960). Dies ist  die erste 
zweidimensional  fehlgeordnete Struktur ,  bei der die 
Fehlordnungserscheinungen selbst  wesentl ich zur 
S t ruk turana lyse  herangezogen wurden. 

Wir  gingen yon der Arbei tshypothese  aus, dass 
es sich um eine OD-Struktur  (Dornberger-Schiff, 1956; 

Dornberger-Sehiff & Grell-Nieman, 1961; Dornberger- 
Schiff, 1964) aus gleichart igen Stgben handel t .  Diese 
Hypothese  wurde durch den Erfolg der Struktur-  
analyse  als wenigstens in  guter  Ni~herung zutreffend 
erwiesen. Bei e inem unbefr iedigenden Ergebnis  h~tte  
m a n  als ni~ehste Arbei tshypothese  annehmen  miissen, 
dass es sich entweder um eine OD-Struktur  aus zwei 
oder mehr  Ar ten  yon St~ben handel t ,  oder dass 
die hier vorliegende fehlgeordnete S t ruktur  nicht  
unter  den Begriff 'OD-Struktur '  fi~llt. 

1. Bestimmung der OD-Gruppoidfamilie; 
die Raumgruppe der (~berlagerungsstruktur 

Ziehen wir nach Gryder, Donnay  & Ondik (1958) nicht  
nur  die scharfen Reflexe, sondern auch die Maxima 
der diffusen Scheibchen zur Bes t immung  der 'Gitter- 
kons tanten '  a, b, c und zur Indiz ierung (h, k, l) heran  
und indizieren andererseits  die scharfen Reflexe fiir 
sich (HKL),  so ergeben sich folgende Beziehungen und  
AuslSschungsregeln: 

Fiir  die scharfen Reflexe H K L  gil t  

h -- 2H 
k = K  
1 = 2L 

(HOL) nur  fiir H + L = 2n vorhanden,  
(OKL) nur  fiir K =2n vorhanden,  

fiir die diffusen reziproken Git terebenen (~, U, l) gi l t  
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Fig. 1. P r o j e k t i o n  der  E lek t ronend ich teve r t e f lung  @(x, y) des 
Na2Hg(P03) 4. Die H6henschicht l in ien  sind nur  fiir eine 
a symmet r i s che  E inhe i t  eingezeichnet ,  die wei te ren  Ein- 
he i ten  sind en t sprechend  der  ebenen  Gruppe  pgg schernatisch 
angedeute t .  Zur  B e d e u t u n g  der  leeren und  schraff ier ten 
Symbole  siehe Fig. 2. 

l = 2 n + l ;  

fi]r die Maxima der Scheibchen auf diesen Ebenen 
gilt 

~ = h  

h + l  = 2n. 

Diese dreidimensional periodische ~berlagerungs- 
s t ruktur  besitzt nach Aussage der oben ffir H K L  
angegebenen AuslSschungsregeln die Raumgruppe 
Pbn2~ ( C ~ ) o d e r  Pbnm (D~). In  :Fig. 2 ist die An- 
ordnung yon asymmetrisehen Einheiten in diesen 
I~aumgruppen sehematisch dargestellt. Fiir die Raum- 
gruppe Pbn2~ bedeuten die Dreiecke asymmetrische 
Einheiten, wobei sich die Z-Koordinaten aquivalenter 
Punkte* yon leeren und yon schraffierten Dreiecken 
um½ unterscheiden; ffir die Raumgruppe Pbnm t r i t t  
zu jeder dieser asymmetrischen Einheiten eine zweite, 
an der Ebene Z = 0  gespiegelte, hinzu. t  
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Fig. 2. Schemat ische  Dars te l lung (XY-Pro jek t ion )  der  asym-  
met r i schen  Einhe i ten  in der  R a u m g r u p p e  Pbn21 oder  Pbnm 
der  ~ b e r l a g e r u n g s s t r u k t u r .  J edes  Dreieck en tspr ich t  einer 
a symmet r i s chen  E inhe i t  der  P ro jek t ion  und  somit  der  
P ro jek t ion  eines Stabes .  Gleichzeitig ist dies auch eine 
schemat i sche  Dars te l lung  eines Teiles der  OD-S t ruk tu r ,  
bei  welcher  den Dre iecken  die I~oordinaten  xyz zuzu- 
schreiben sind. 

Leere Dreiecke Z = 0 z ~- 0 oder  ½ 
Schraff ier te  Dre]ecke Z~- ½ z ~- ¼ oder  -- ¼. 

Auf  die Zahlen neben  den Dre iecken  wird  im Tex t  bezug  
genommen.  

Dabei sollen ~, N kontinuierliche Variable und h, k, l, 
H, K, L, n ganze Zahlen bedeuten. Die St ruktur  ist 
demnach nur in einer Richtung - -  der c-Richtung 
periodisch, und zwar mit  der Translationsperiode c. 
Hingegen ist diejenige Struktur,  die den ssharfen 
Reflexen fiir sich betrachtet  entspricht - -  wir wollen 
sie die Uberlagerungsstruktur nennen m dreidimen- 
sional periodisch, und zwar m entsprechend den 
Zusammenh~ngen zwischen h, k, 1 und H, K, L - -  
mit  den Translationsperioden A = a/2, B = b, C = c/2. 
Wie sich leicht zeigen l~sst, h~ngt die Elektronen- 
dichteverteilung 50 der l)berlagerungsstruktur mit  
derjenigen der realen Struktur  @ durch folgende 
Beziehung zusammen: 

~o0(x, y, z)= ½[e(x, y, z)+ e(x, y, z + ½)]. 

Gehen wir nun yon der Uberlagerungsstruktur zur 
tats~chlichen Struktur  fiber, so bleibt zwar die ge- 
zeichnete Projektion unver~ndert, die Translations- 
periode in Projektionsrichtung ist aber gegenfiber der 
~berlagerungsstruktur  verdoppelt. 

Wir wollen nun yon der einfachsten Annahme aus- 
gehen; die Periodizit~t in c-Richtung komme dadurch 
zustande, dass die Struktur  aus gleichartigen, in 
c-Richtung periodischen St~ben zusammengesetzt ist. 
Darm folgt, dass die Projektionen der St~be die asym- 
metrischen Einheiten der in Fig. 2 dargestellten 

* J~quivalent  nennen wir  Punk t e ,  deren U m g e b u n g e n  
e inander  ~quiva lent  - -  d. h. kongruen t  oder  enan t iomorph  - -  
sind. 

t Der  U r s p r u n g  wurde  so gelegt, dass die Symmet r i e -  
zentren in Z = + ¼ liegen. 
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Projektion sind. Ist  die Raumgruppe der l~berlage- 
rungsstruktur  Pbn21, so karm die Symmetrie des 
einzelnen Stabes der Struktur  nur P(1)(1)I sein; ist 
sie Pbnm, so kann jeder Stab entweder die Symmetrie 
P(1)(1)m oder die Symmetrie P(1)(1)I besitzen. In 
jedem dieser Fi~lle (Stabsymmetrie P(1)(1)I oder 
P(1)(1)m) ist die Lage eines Stabes durch seine 
x, y-Projektion (in Fig. 2 symbolisiert durch eines der 
Dreiecke) und die z-Koordinate eines entsprechend 
gew~hlten repr~tsentativen Punktes des Stabes ein- 
deutig bestimmt. Representative Punkte  verschie- 
dener St~be sollen einander ~quivalent sein, wir 
wollen ffir ihre z-Koordinaten 0 _< z < 1 annehmen. 

Im niedrigersymmetrischen Fall (Stabsymmetrie 
P(1)(1)I) w~hlen wir als repr~sentativen Punkt  eines 
herausgegriffenen Stabes einen Punkt  mit z=O. Im 
hShersymmetrischen :Fall P(1)(1)m w~hlea wir den 
repr~isentativen Punkt  eines herausgegriffenen Stabes 
auf einer Spiegelebene und sorgen durch entsprechende 
Ursprungswahl daffir, dass ffir diesen z=O wird. 
Die z-Koordinaten des repriisentativen Punktes wer- 
den wir auch kurz als z-Koordinate des betreffenden 
Stabes bezeichnen. 

Da die Gitterkonstante c doppelt so gross ist wie 
die Translation der t]berlagerungsstruktur in dieser 
Richtung, sind ffir jeden Stab zwei L~gen, die sich 
nur in ihrer z-Koordinate - -  und zwar um½ - -  unter- 
scheiden, mit dieser ~berlagerungsstruktur vertr~g- 
lich. Von diesen Lagen ist natiirlich jeweils nur eine 
realisiert. Dadurch ergibt sich die MSgliehkeit einer 
Fehlordnung. Die leeren Dreiecke in Fig. 2 ent- 
spreehen demnaeh St~ben mit z=O oder z=½, die 
schraffierten Dreiecke St~ben mit z=¼ oder z=~. 
Wenn diese St~be Bauteile im Sinne der OD-Theorie 
(Dornberger-Sehiff & Grell-Niemann, ]961; Dorn- 
berger-Schiff, 1964) sein sollen, so muss es 
mSglich sein, zu jedem Stab n~ichste 1Vachbarstdbe - -  
im folgenden kurz Nachbarn oder benachbart  benannt 
- -  so zu definieren, dass die Nachbarschaftsbedingung 
erffillt ist. Gemi~ss der Nachbarsehaftsbedingung sollen 
in diesem Fall Paare benachbarter St&be immer dann 
einander ~quivalent sein, wenn die Projektionen der 
betreffenden Paare auf die (x,y-)Ebene einander 
~quivalent sind; trotz dieser _~quivalenz der Stab- 
paare soll die gesehilderte MSglichkeit einer zwei- 
dimensionalen Fehlordnung erhalten bleiben. 

Zur Erliiuterung betrachten wir (Fig. 2) das Stab- 
paar (S(°); S(1)) und die diesem in Projektion ~cluiva- 
lenten Paare, wie z. B. (S(7); S(2)). Ffir die Differenzen 
der z-Koordinaten gilt: 

z(0)-z(1) = + ¼; z(7)-z(~)= + ¼. 

Sind beide Differenzen gleich, so sind die beiden 
Paare translations~quivalent. Sind sie entgegengesetzt 
gleich, so kommt das eine Paar  mit  dem anderen nach 
Drehung um 180 ° um eine Aehse parallel zu c und 
Verschiebung um +c/4 zur Deckung. Wir kSnnen 
demnach die genannten Paare als Paare benachbarter 
St~be im Sinne der OD-Theorie ansehen, da ffir diese 

N A T R I U M T E T R A M E T A P H O S P H A T  S 

die Nachbarschaftsbedingung gilt, unabh~ngig davon, 
welche der beiden mit  der ~berlagerungsstruktur  ver- 
tr~glichen Lagen ein Stab einnimmt. Zu dem analogen 
Schluss gelangt man ffir das Paar  (S(O); S(2)) und die- 
jenigen Paare, deren (x, y)-Projektionen der Projek- 
tion dieses Paares ~quivalent sind (z. B. S(3); S(5)). 

Betrachten wir jedoch die Paare (S(3); S(o)) und 
(S(o); S(4)). Ihre (x, y)-Projektionen sind wieder ein- 
ander ~quivalent. Es gilt 

z(3)-z(0~= + ¼; z(O)-z(4)= + ¼. 

Sind die beiden Differenzen gleich, so fiihrt eine 
n-Gleitspiegelebene senkrecht zu b das eine Paar  in 
das andere fiber. Sind sie jedoch entgegengesetzt 
gleich, so sind - -  wenn die Stabsymmetrie  P(1)(1)I 
ist - -  die entsprechenden Paare nicht einander 
~quivalent; bei dieser Stabsymmetrie kSnnen diese 
Paare somit nieht Paare benachbarter St~be sein. 
Dena w~ren sie das, so mfissten sie, wenn die Struktur  
eine OD-Struktur sein soll, entsprechend der Nach- 
barschaftsbedingung einander Equivalent sein, und 
dies wiirde zu einer in a-Richtung periodischen Struk- 
tur  fiihren - -  im Gegensatz zu den Beobachtungen. 

Ist  die Stabsymmetrie jedoch P(1)(1)m, besitzt also 
jeder Stab eine Spiegelebene senkrecht zu c, so sind 
die beiden soeben betrachteten Stabpaare auch im 
Falle entgegengesetzt gleicher z-Differenzen einander 
~tquivalent und k6nnen als Paare benachbarter St~be 
einer OD-Struktur angesehen werden. Sie kommen 
dann durch eine zweiz~hlige Schraubenachse parallel 
zu a miteinander zur Deckung. 

Setzen wir voraus, dass es sich um eine OD-Struktur 
aus gleichartigen S~ben handelt,  so folgt somit Pbnm 
als Raumgruppe der ~berlagerungsstruktur.  

Eine Intensit~tsstatist ik der scharfen Reflexe wies 
eindeutig auf ein Symmetriezentrum und damit  auf 
die hShersymmetrische Raumgruppe der Uberlage- 
rungsstruktur  hin und besti~tigte somit unsere An- 
nahme. Sie wurde den weiteren t]berlegungen zu- 
grunde gelegt. 

Die Menge der partiellen Deckoperationen, (der 
PDen)* die einen Stab der Struktur  mit  sich oder einem 
anderen Stab zur Deckung bringen nennen wir das 
OD-Gruppoid der Struktur.  M_it der Raumgruppe 
Pbnm der ~berlagerungsstruktur  und der genannten 
Zweideutigkeit der z-Koordinate jedes Stabes ist eine 
ganze Klasse derartiger OD-Gruppoide vertr~glich: 
die OD-Gruppoi4familie. Zu ihrer Beschreibung geben 
wir die Anzahl ngchster Nachbarn (den Typus) an, 
sowie die ~t- und a-PDen, die einen Stab in sich selbst, 
bzw. in einen Nachbarstab iiberffihren. Bevor wir 
ein Symbol ffir die OD-Gruppoidfamilie hinschreiben, 
miissen wir demnach noch feststellen, ob die Be- 
schreibung der Struktur  mit  den genannten vier 
ni~chsten Nachbarn (8(1); S(2); S(3); S~4)) eines heraus- 

* PDen (im Englischen PO's)nennen wit Deckoperationen, 
die einen Bauteil (hier: einen Stab) in sich selbst oder einen 
anderen Bautefl tiberftihren. 

Zur Terminologie siehe Dornberger-Schiff (1964). 
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gegriffenen Stabes (S(0)) die einzig mSgliehe ist. 
Beriicksichtigt man nut  drei St~be als Nachbarn 
yon S(0), n~mlich die St~be S(1); S(3); S(4) (nicht aber 
S(2)), so ergibt sich dieselbe Menge yon PDen, also 
dieselbe OD-Gruppoicffamilie und dieselbe Struktur,  
da die ~quivalenz des Paares (S(°); S(9)) mit den in 
Projektion ~quivalenten Paaren aus tier ~quivalenz 
der anderen Paare folgt.* 

In diesem Fall w~re das Symbol der OD-Gruppoid- 
familie'l" 

08(6) P (1) (1) m 
{(I) (1) 2½} 
{(22) (n½,2) 1 } 
{(22) (n½,2) 1 } 

Hingegen kommt der 0D-Gruppoidfamilie das Symbol 

O~(4) P (1) (1) m 
{(I) (I) 2½} 
{(i) (1) 2½} 
{(29.) (n½,2) I } 
{(22) (n½,9) 1 } 

zu, wenn wir zu jedem Stab vier Stgbe als niichste 
Nachbarn ansehen. Dabei haben wir - -  entsprechend 
der fiir eindimensional fehlgeordnete 0D-Strukturen 
eingefiihrten Konvention - -  die Gleit- bzw. Schrau- 
bungskomponenten auf Einheiten a 'b ' c '  bezogen, die 
mit den obea erwghnten Gitterkonstanten wie folgt 
zusammenh~ingen: 

a'  = A / 2  = a / 4  

b' = B / 4  = 5 /4  

c' = 2 C  = c . 

a-PDen, welche einen Stab mit  einem Naehbarstab 
verknfipfen, stehen in geschweiften Klammern. Da 
demnach in dem vorliegenden Fall aufgrund geome- 
trischer ~berlegungen nicht zu entscheiden ist, ob 
der OD-Gruppoid_familie der Struktur  ein Symbol 
0~(4) oder 08(6) zuzuordnen ist, wircl man diese 
Entscheidung davon abh~ngig machen, welche Paare 

von St~ben physikalisch sinnvoll als niichste Nachbarn 
anzuseher~ sind. 

Da die (x, y)-Projektion der Struktur  bekannt ist 
(Fig. 1), l~sst sich das in diesem Fall leicht ent- 
scheiden. In dieser Projektion lassen sich Phosphat- 
baugruppen aus PO4-Tetraedern einerseits und Na- 
Ionen andererseits erkennen. Zungchst kSnnen wir 
jede der Phosphatbaugruppen einer asymmetrischen 
Einheit der Projektion und jede Kolonne in Projektion 
zusammenfallender derartiger Baugruppen einem Stab 
zuordnen. Die Zuordnung der Na-Ionen zu den 
Stgben ist dann allerdings nicht eindeutig, weil je 
zwei Na-Ionen innerhalb einer Translationsperiode in 
Projektion fibereinanderfallen und entweder in z gleich 
0 und ½ oder in ¼ und ~ liegen. (Dies folgt aus der 
Summenformel, aus der HShe der Maxima in der 
Elektronendichteprojektion, und aus verallgemeiner- 
ten Projektionen). Sie besitzen daher die Periodizitgt 
und Symmetrie der l~berlagerungsstruktur. Die Pro- 
jektion einer Na-Ionen-Kolorme ist yon vier Projek- 
tionen yon Sauerstoffen unmittelbar umgeben, die 
offenbar yon einem Koordinationsoktaeder herriihren. 
Diese vier Sauerstoffatome (genauer: Kolonnen yon 
Sauerstoffatomen) geh6ren vier in Projektion nicht 
zusammenfallenden Phosphatbaugruppen, also vier 
verschiedenen Stgben an. Es erscheint nun physika- 

I 
I ' 3 

@ 

* Wegen der .~quivalenz der beiden Paare (S(°); S(a)) trod 
(S(°); S(4)) mtissen die St~be S(a) und S(4) beide als nachste 
Nachbarn yon S(°) angesehen werden. Hingegen k6nnte S(2) 
anstelle von S(1) als n~chster Nachbar  gelten. Diese Mehr- 
deutigkeit  in der Beschreibung der OD-Gruppoidfamflie hiingt 
mit  den speziellen Werten der Parameter  zusammen. So 
liesse sich z. B. die analoge OD-Gruppoidfamilie 

0 a'(4) P ( 1 )  (1) m 

{(1) (]) 2~} 
{(1) (I) 2~} 
{(2~) (n~,~) 1 } 
{(2~) (n½,2) 1 } 

die sich yon der bier vorliegenden nur  durch die Werte dieser 
Parameter  tmterscheidet,  sehr wohl von der entsprechenden 
Famflie mit  nur  3 nachsten Nachbarn unterscheiden. 

t Zur Symbolik mad Terminologie der OD-Gruppoidfamflien 
aus gleichartigen Staben, siehe Dornberger-Schiff & Grell- 
Niemazm (in Vorbereitung). 

Fig. 3. Schematische Darstellung der St~be St, t in ihren 
Nachbarschaftsbeziehungen (xy-Projektion): fiber eine ab- 
geschr~gte Ecke zusammenstossende Kastchen syrnboli- 
sieren benachbarte St~be. 

z-Koordinaten der St~be 

Starke Schwache 
IYmrandung Umrandung  

Leere K~stchen 0 
Schraffierte K~stchen ¼ 

Die gestrichelte Linie grenzt zwei geordnete Bereiche yon 
maxirnalem Ordnungsgrad (90---- ± 1, 90 = 1 ) gegeneinander ab. 
Die von ihr durchsetzten K~stchen geh6ren der Grenzschicht 
an, welche sowohl dem Bauplan des einen wie des anderen 
geordneten Bereiches entspricht.  Die Symmetriebeziehungen 
zwischen den Projektionen der verschiedenen St~be sind 
aus den in den Kastchen gezeichneten Polygonen zu er- 
sehen. Die Zahlen in diesen Polygonen geben die Indizes 
(r, t) des betreffenden Stabes an. 
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lisch sinnvoll, zwei St/~be genau dana niichste Naeh- 
barn zu nennen, wenn es zwei Na-Ionen-Kolormen 
gibt, die zu Sauerstoffen der Phosphatbaugruppen der 
beiden St/ibe koordiniert sind. 

Bei dieser Festlegung besitzt jeder Stab vier n/~ehste 
Nachbarn. In Fig. 3 ist jeder Stab durch ein K/~stchen 
schematisch dargestellt, und zwar derart, dass K/~st- 
chen, welche benachbarte St~be symbolisieren, in einer 
abgesehr~gten Ecke zusammenstossen. Diese K/~stchen 
sind so mit zwei Indizes versehen, dass die Nachbarn 
eines Stabes leicht erkennbar sind: S~,t bezeichnet 
nut dann einen Stab, wenn r + t = 2n: seine vier Naeh- 
barn sind Sr+~, t+~. 

Es zeigt sieh, dass ffir jedes 0D-Gruppoid die St/ibe 
Sr+2m, t+4n einander translations/~quivalent sind. Dies 
wurde in Fig. 3 durch Polygone angedeutet, die in die 
K/~stchen eingezeichnet sind. Bei der Aufstellung der 
allgemeinen Punktlage ftir ein OD-Gruppoid werden 
~qr zweckm/~ssigerweise jeweils die translations/iqui- 
valenten St/~be zusammenfassen: dementsprechend 
haben wir St/ibe S~m,4n, S~m,4n+e, S~.r~+~,an-~ und 
Se,~+t,4~+~ zu unterscheiden. Die Zweideutigkeit der 
z-Koordinaten drficken wit durch Parameter nero,an, 
fle~,4n+~., ye~+~,4~-~ bzw. &.m+t,4~+~ aus, die, unab- 
h/~ngig voneinander und fiir jedes Zahlenpaar m, n 
unabh/ingig, die Werte 0 oder 1 annehmen kSnnen. 
Jedes System derartiger Parameter eharakterisiert ein 
bestimmtes OD-Gruppoid der Familie. 

Tabelle 1. Koordinaten dquivalenter Punkte 
auf  S~ben S~. t 

Sr, t fOr 
m----- n = 0 

x" + 2m y" + 4n + z" + ½a~m, 4n + p So, o 
1 - - x ' + 2 m  y ' + 2 + 4 n  +-z'+½fl2m, 4 n + 2 + P  So ,  

2 - - x ' + 2 m  - - y ' + 4 n  ~-t-z'+½~,~m+l, 4n_x+ p S1, v 
l+x '+2m --y'+2+4n ¼+_z'+½dg.m+l, 4n+l+p S1,1 

Fiir die allgemeine Punktlage ergeben sich auf diese 
Weise ffir jedes Gruppoid dieser Familie die in Tabelle 
1 zusammengestellten Koordinaten (in Bruchteilen 
bzw. Vielfaehen der Konstanten a', b', c'). 

2. OD-Gruppoide  von m a x i m a l e m  
Ordnunp, sgrad 

Unter den bereits bekannten 0D-Strukturen aus  
gleichartigen Schichten gibt es eiae ganze Reihe yon 
~trukturen, die ausgedehate geordnete Bereiche v0n 
maximalem 0rdnungsgrad eathalten (Dornberger- 
Schiff, 4964; Sediacek & Dornberger-Schiff, in 
Vorbereitung). Bei diesen Strukturen treten im 
R6ntgendiagramm Maxima auf den diffusen St/iben 
an denjenigen Stellen des reziproken Raumes auf, 
an .welehen die betreffenden Strukturen yon maxima- 
:[em "0rdnungsgrad ,Reflexe besitzen whrden. Die 
St rukturen  der versehiedenen geordneten Bereiehe 
si.nd"dabei, einander '/~quivMent. 
• l:n aihai6ger Weise sollen nun Strukturen.(und ihnen 
~eni~;}reehend Grui~poide) yon maximalem Ordnungs- 

grad ftir OD-Strukturen aus gleichartigen Stdben 
definiert werden: 

Ein Stabtripel (oder kiirzer: Tripel) bestehe aus 
drei St~ben, yon denen einer die anderen beiden als 
n~chste Nachbarn besitzt. Von einer Struktur yon 
maximalem Ordnungsgrad verlangen wir - -  ausser 
der Nachbarschaftsbedingung, die in jeder OD- 
Struktur erffillt sein muss - -  die ~_quivalenz yon 
Stabtripeln, deren Projektionen einander ~quivalent 
sind. Genfigt diese Forderung (mit der Angabe der 
Lage einer hinreichenden Anzahl von St~ben), um die 
Struktur eindeutig zu bestimmen, so nermen wir diese 
yon maximalen Ordnungsgrad. 

Will man feststellen, ob eine gegebene Struktur 
der hier vorliegenden Familie yon maximalem 
Ordnungsgrad ist, genfigt es (wie man leicht sieh~), 
einerseits jene Tripel zu betrachten, die in 
Projektion dem Tripel (Si,1; So, o; $1,1), anderer- 
seits jene, die in Projektion dem Tripel (So, o; $1,1 ; So, 2) 
~quivalent sind. 

Zu jeder Projektion eines Tripels sind zwei einander 
nicht ~tquivalente r~umliche Tripel denkbar, die genau 
diese Projektion ergeben; Die '~usseren St~tbe' - -  
d. h. SL1 und $1,1 fiir das erste Tripel, So, o und So, ~_ 
fiir das zweite - -  k6nnen n~mlich entweder die giel- 
chen oder sich um ½ unterscheidende z-Koordinaten 
besitzen. Dementsprechend gibt es je zwei mSgliche 
Bedingungen, welche die z-Koordinaten einerseits yon 
St~ben St, t mit konstantem t und um 2 differierendem 
r, andererseits mit konstantem r und um 2 differieren- 
dem t verkniipfen, wenn die Struktur yon maximalem 
Ordnungsgrad sein soll. Sie sind in Tabelle 2(a) und 
2(b) angegeben. 

Wir setzen, wie in diesen Tabellen (mit n ' = 2 n  
bzw. 2n + 1) 

~/2m, 2 n '  ~--~ 0¢2m, 2 n '  oder /,12m,2n" = ~2m, 2n' 

je nach dem, ob n' gerade oder ungerade ist, und 
analog 

Y2m + 1 , 2 n ' + 1  = ~ 2 m + l .  2n "+1 oder ~)2m + 1 , 2 n ' + l  = ~ 2 m + l ,  2n "+1 • 

Tabelle 2(a). Beziehung zwischen den z-Koordinaten 
zweier Stdbe Sr, t und Sr~-2, t eines OD-Gruppoids yon 

maximalem Ordnungsgrad 

Zr+2, t ~ Zr, t q) 
o o 
½ +1 

0~2m+2, 4n - -  A2m, 4n ---~ 

~2m+2,  4 . + 2 - -  ~2m,  4n+2 = 
~2m+3,  4 n - 1  - -  ~ '2m+l,  4 n - 1  ~-~ ~0 
(~2m+3, 4 n + 1 -  (~2m+l, 4 n + l -  ~0 

for beliebige m, ~. 

Diese Beziehungen lassen sich mit 

/2 = ~ oder fl 
• 2, = ), oder 

wie fo]gt zusamme£fassen: 

.... ' ttr, ' t ------ /to, t + .~rq~ (mod 2) 
Vr, t = ~)1, t - ~ ½ ( r - - l ) q  ~ ( m o d  2 )  . 
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Tabelle 2(b). Beziehungen zwischen den z-Koordinaten 
zweier S~be Sr, t und St, t+2 eines OD-Gruppoids yon 

maximalem Ordnungsgrad 

Zr, t + 2 - - Z r ,  t ~) 

0 0 
½ +_1 

O~2m 4n  - -  f l2m,  4 n - 2  ~-  ~) 

~ 2 m ,  4n+2  - -  ~ 2 m ,  4n  ~ 

~ 2 m + l ,  4 n - - l - -  ~2m-t-1, 4 n - 3  "~ 
(~2m+l,  4 n + l -  ~)2m÷1, 4n--1 ~ ~) 

ffir be l ieb ige  m, n .  

Diese  B e z i e h u n g e n  lassen  s ich m i t  

= a ode r  fl 
v---- ~ ode r  ~t 

wie  folg~ z u s a m m e n f a s s e n :  

/Zr, t = / ~ r ,  o + ½t~fl ( m o d  2) 
rr, t -~ Vr, ~- t -½(t--1)~ ( m o d  2). 

Dana folgt aus den Beziehungen der Tabellen 2(a) 
und (b) 

/~r, t --/~o + ½[r~ + t~p] (mod 2) 
rr, t - v l + ½ [ ( r - 1 ) ~ + ( t - 1 ) v  2] (rood 2) (1) 

wobei q~ = 0  oder q~ = + 1 und y~ = 0 oder yJ = + 1 gilt. 

Tabelle 3. Raumgruppen und Gitterkonstanten der 
mSglichen Strukturen yon maximalem Ordnungsgrad 

Git te r -  
tv R a u m g r u p p e  k o n s t a n t e n  

0 0 P 21/b 1 1 ½a b c 
0 1 P 2 1 / n  1 1 ~a b c 
1 0 B 1 21/d 1 a b c 
1 1 B 1 21[d 1 a b c 

In  Tabelle 3 sind die vier sich durch Kombination 
der 2 mal 2 m6glichen ~- und tv-Werte ergebenden 
F~lle angefiihrt und die l~aumgruppen und Gitter- 
konstanten der betreffenden geordneten Strukturen 
von maximalem Ordnungsgrad angegeben. 

Wie ersichtlich, ergeben die an 3. und 4. Stelle 
angefiihrten OD-Gruppoide mit ~ =  _+ 1 - -  und nur 
diese - -  die tatsi~chlich beobachteten Gitterkonstanten 
(a, b, c) und die B-Fli~chenzentrierung, die der beob- 
achteten Regel '(hkl) nur mit  h + l = 2 n  vorhanden',  
entspricht. Da beide OD-Gruppoide zu derselben 
Raumgruppe fiihren, kann man zwischen diesen nicht 
durch AuslSschungsregeln oder durch Symmetrie der 
Reflexintensit~ten unterscheiden. Eine Entscheidung 
zwischen ihnen kana nur durch einen Vergleich von 
berechneten und beobachteten Strukturfaktoren ge- 
troffer~ werden. 

Die beiden M6glichkeiten unterscheiden sich in den 
partiellen Gleitspiegelebenen senkrech¢, zu a, die als 
Produkt  zweier a-PDen (1)(1)2½ und (1)(n½,2)l ent- 
stehen" im 'b-Fall' verkniipfen b-Gleitspiegelebenen 
St~tbe Sr, t mit gleichem (oder sich um 4n unter- 
scheidendem) r, w~hrend eine n-Gleitspiegelung St£be 
miteinander zur Deckung bringt, deren r-Werte sich 

um 2 (oder um 4 n +  2) unterscheiden. Im 'n-Fall' ist 
es umgekehrt:  Es sind n-Gleitspiegelebenen, welche 
St£be mit  gleichem (oder sich um 4n unterscheiden- 
dem) r verkniipfen, w~hrend eine b-Gleitspiegelung 
St£be miteinander zur Deckung bringt, deren r-Werte 
sich um 2 (oder um 4n+2)  unterscheiden. 

3. Die Zwil l ingsbi ldung; Strukturen von m a x i -  
m a l e m  Ordnungsgrad als geordnete Bereiche 

einer fehlgeordneten Struktur 

Is t  die Lage eines Stabes (z. B. S0,0), die dreier seiner 
Nachbarn (z. B. $1,1, S~,i und Si, 1), sowie die Tatsache 
bekannt,  dass die St ruktur  von maximalem Ordnungs- 
grad ist, sind also Tripel mit  i~quivalenten Projek- 
tionen einander i~quivalent, so ist dadurch die Lage 
jedes weiterea Stabes festgelegt. Ist  der Charakter 
der St ruktur  yon maximalem Ordnungsgrad durch 
Angabe yon ~v und yJ bestimmt, so ist nur  noch die 
Lage zweier benachbarter  Stiibe (z. B. S0,o und $1,1) 
erforderlich, um die Lage aller iibrigen St~be fest- 
zulegen. Entsprechend den in den Tabellen 2(a) und (b) 
angegebenen Bedingungen folgen n/imlich die Lagen 
aller Stiibe S2n, 2n (symbolisiert durch leere K~stchen) 
aus den Werten ~v und ~v und der Lage eines derartigen 
Stabes; analoges gilt ftir die St~be S2n+l,2n+x (schraf- 
fierte Ki~stchen). Ist  also die Aquivalenz der projek- 
tionsi~quivalenten Tripel nur in der iiberwiegenden 
Mehrzahl der F~lle, aber nicht in allen F~llen realisiert, 
so kommt es zu ]~bergKngen zwischen geordneten 
Bereichen, innerhalb welcher die in (1) auftretenden 
GrSssen #0 und vl dieselben Werte annehmen; bei 
jedem 1)bergang yon einem Bereich zu einem an- 
grenzenden Bereich ~ndert sich jedoch #0 oder vl 
(oder beide). 

Kommen in der St ruktur  nur wenige geordnete 
Bereiche dieser Art  vor, so werden wir von Zwillingen 
sprechen. ~mdert sich entweder /~o oder v~, so ergibt 
sich eine Verzwillingung mit  (001) als Zwillingsebene, 
/~ndern sich beide, so resultiert  eine Parallelverwach- 
sung. Derartige Zwillingsbildungen sind durch den 
OD-Charakter der St ruktur  verursacht;  es ist daher 
sinnvoll, auch sie als OD-Zwillingsbildungen zu be- 
zeichnen, obwohl sie sich yon OD-Zwillingsbildungen 
bei OD-Strukturen aus Schichten in folgender Weise 
unterscheiden: Bei einem OD-Zwilling einer Schicht- 
s t ruktur  ist das Auftreten einer Grenzschicht (boundary 
layer) zu erwarten, welche beiden Zwillingsindividuen 
gemeinsam ist und mit einer OD-Schicht der S t ruktur  
identisch, also 2-dimensional periodisch ist (Dorn- 
berger-Schiff, 1959); in den vorliegenden und anderen 
OD-Strukturen aus Sti~ben braucht  hingegen die den 
zwei Zwillingsindividuen gemeinsame Grenzschicht 
nur in einer l~ichtung (der Stabrichtung) periodisch 
zu sein, kana aber im tibrigen von beliebiger Gestalt  
sein (Dornberger-SchifI, 1961). Fig. 3 zeigt schema- 
tisch eine derartige St ruktur  des n-Falls aus 2 Zwil- 
lingsindividuen. 

Treten derartige Verzwillingungen innerhalb einer 
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Probe mit  einheitlicher l~berlagerungsstruktur h~ufig 
auf, werden wir yon Mikrozwillingsbildung sprechen; 
sind die geordneten Bereiche so klein, dass sich die 
~berg~nge in RSntgenbeugungsdiagrammen dadurch 
zu erkermen geben, dass diejenigen Reflexe, die rricht 
der l:)~berlagerungsstruktur entsprechen, als Intensi- 
ti~tsmaxima yon diffusen Gebieten auftreten, so wer- 
den wir die S t ruktur  als fehlgeordnet mit  geordneten 
Bereichen yon maximalem Ordnungsgrad beschreiben. 
Die Ubergi~nge sind naturgemi~ss fliessend. 

4. S t r u k t u r f a k t o r e n  e iner  f e h l g e o r d n e t e n  S truktur  
m i t  p, eordne ten  B e r e i c h e n  m a x i m a l e n  O r d n u n g s -  
grades .  D e u t u n ~  der v e r a l l ~ e m e i n e r t e n  P a t t e r s o n -  

Pro jekt ionen  

Wit wollen nun den Strukturfaktor  F(~vl l  ) an der 
Stelle ~=h;  ~ = k  ffir eine St ruktur  bereclmen, die 
aus geordneten Bereichen yon maximalem Ordnungs- 
grad besteht, wobei wir - -  entsprechend den l~ber- 
legungen der Abschnitte 2 und 3 ~ fiir ~ den Wert  
_ 1 und fiir ~ einen konstanten Wert  (0 oder 1) 
annehmen wollen. 

Den Ursprung wi~hlen wir so, dass C~o,o=0 gilt 
und die Sti~be So, o, So, e ,S~,i  und 8~,~ demselben 
Bereich angehSren. Wir nennen zur Abktirzung die 
Fourier-Transformierte des Stabes So, o an den Stellen 
hkl des reziproken Raumes (wie sie sich aus den 
Koordinaten der Tabelle 1 ergibt) ¢~,(hkl); es gilt 

q)~,(hkl) = ~, f~ exp [27d(hx~ + ky~)] cos 27dz~ . 
y 

Fiir die Sti~be So,e, S~,i und S~, ~ erhi~lt man 

qSl~(hkl) . ( -  1)~ = i~( - 1)~ ~, f i  

× exp [2~i( - hx¢ + ky~)] cos 2~rlzi( - 1)~, 

qS~,(hkl). ( -  1)~°~ = i~(_ 1)a_~ f¢ 
1 

× exp [ - 2zd(hx¢ + ky~)] cos 2~rlz~( - 1)'°~, 

q)~(hkl). ( -  1)(v+,o)~ = ia+t(-  1)~ ~:f¢ 

× exp [2~i(hxl -ky~)]  cos 2zdz : ( -  1) (~+~°)~ . 

Setzen wir welter Ca = ¢~,(hkl), sowie ~'~ = ¢~(~kl) usw. 
und beaehten, dass qS~(hkl)=¢~,(hkl) gilt, so ergeben 
sich folgende Beziehungen" 

¢ ~ = i a ( -  1)~¢:; 

O r =  ( -  1 ) ~ i ~ ;  

~bt_- ( - 1)½(h+O+~.~; 

N 

¢ e = ( -  1)½0+~)+~.q)~ 

¢ ~ =  (-- 1)hi ~ . ~  

q}o= i-~(-- 1)~.¢~. 

Betraehten wir nun alle St~be ein und desselben 
Bereichs (B). Fiir St~be mit geradzahligen r und t 
ist  dann nach (1) 

ttr, t = #(B) + ½[r +tv2] (rood 2) ,  

ffir diejenigen mit ungeradzahligem r und t i s t  

v~,t =- v(B)+½[(r-1)+( t -1)~o]  (mod 2) .  

Fiir die Fourier-Transformierte des Bereichs B ergibt 
sich dann aus den Koordinaten der Tabelle 1 

F(B)= .~  (-- 1)too +0 { ( -  1),(B)t[~b + (-- 1)~t~b~] 
m 

+ ( -  1)'(B)~. [( _ 1)v~v + ~b~]}. 

Fiir die yon uns betrachteten Stellen des reziproken 
Raumes (Intensit~tsmaxima der diffusen Scheibchen) 
gilt /=ungerade  und h=ungerade .  Die Summen sind 
demnach dem Volumen des Bereichs B proportional. 
Nennen wir 

den Volumenanteil der Bereiehe mit  #(B)= 1 
1 - e den Volumenanteil der Bereiche mi t / z  (B) = 0 

den Volumenanteil der Bereiehe mit  ~(B)= 1 
1 -- ~ den Volumenanteil der Bereiche mit  v(~)= 0 ,  

so folgt ffir den St ruktur faktor  der fehlgeordneten 
St ruktur  F(hkl) 

F(hkl) = (2~ - 1) (~b + ( -  1)v~b~) 

+ (2(~-- 1)(q)r+ ( -- 1)~q)o) 

und das Betragsquadrat  ergibt sich zu 

IF(hkl) I~.= ( 2 e -  1)~( [ ~b~[9. + {¢e}~ + ( -  1)v¢~¢~) 

+ (2~-  1) (25-- 1) [ ( ¢ ~ b  + q)~q)~) 

Dabei wurde zur Abkiirzung q)o~-¢~ = ~b¢~ + q ~ b  
gesetzt. 

Mithilfe der oben angegebenen Beziehungen kSnnen 
wir nun diesen Ausdruck in einer Form schreiben, 
welche die Symmetrieeigenschaften der einzelnen 
Summanden erkennen l~sst: 

IF(hk/) 12 = ½ [(2e-- 1)~ + (2 ~ -- 1)~]. { [~=0~ + ~='~='] 

+ ( - ])~. [ ~ ¢ ~  + ~ ' ~ ' ] }  

+ (2e-- 1)(2d-- 1). {[#aq5r+ ( -- 1)hq)a'~br' ] 

+ ( -  1)~[~¢~ + ( -  1)hCj~']} 

+ + + 

+ + + 

- -  2 1 -  m 

Wie man sich leicht fiberlegt, bleiben bei ~bergang 
voa {F(hkt)] 2 zu {F(~kl){ ~ bzw, {F(h~l){ 2 oder { F ( ~ / ) r  
die am rechten Rand in der entsprechenden Spalte 
mit  plus bezeichneten Summanden unver~ndert,  
w~hrend die mit  minus bezeictmeten ihr Vorzeichen 
~ndern. Wir haben demnach monokline Symmetr ie  
ffir die Intensi t~tsmaxima zu erwarten. 

Bisher wurde ffir die Maxima auf den Scheibchen 
yon Gryder, Donnay & Ondik (1958) tatsi~chlich 
monokline Symmetrie  beobachtet, w~hrend Jarchow 
(1964) orthorhombische Symmetrie erhlelt. In  beiden 
F~llen war demnach die sich aus (2) ergebende 
monokline Symmetrie erffillt. 

-- + -- 
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Ob die yon Jarchow erhaltene orthorhombisehe 
Symmetrie sieh dureh Summation der IFI2-Werte 
inkoh~rent streuender MosaikblSekehen mit ver- 
schiedenen 8- und ~-Werten ergibt oder darauf 
sehliessen l~sst, dass ffir den untersuchten Kristall 
entweder e _~ ½ oder ~ ~ ½ gilt, bleibt dabei often. 
Auf jeden Fall sind die Werte IF(hkl)I2÷ IF(hlcl)l 2 
proportional den Betragsquadraten IFg.T(hkl)l 2 der 
Strukturfaktoren einer fiktiven 'geordneten Teil- 
struktur' ,  die folgendermassen definiert ist: sie enth~lt 
in einem B-fl~chenzentrierten Gitter mit den Gitter- 
konstanten a, b, c nur die St~be So,0, So,2 (und die 
ihnen translations~quivalenten St~be), nicht aber 
St~be Sr, t m i t  r, t ungerade. Sie entsteht somit aus 
der Struktur eines geordneten Bereiehs, wenn die 
St~be Sr, t mit r, t ungerade weggelassen und die 
verbleibende Struktur periodisch fortgesetzt werden. 
Die (periodisch fortgesetzte) Struktur eines Bereiehs 
von maximalem Ordnungsgrad kSnnen wir uns dem- 
nach aus zwei derartigen geordneten Teilstrukturen 
zusammengesetzt denken, von denen die eine nur die 
St~be St, t mit geradzahligen r u n d  t, die andere nur 
die mit ungeradzahligen Indizes enth~lt. 

Eine verallgemeinerte Cosinus-Patterson-Projektion 

p(z0 cos)(u ' v) = ~, ~ [ IF(hklo)12 ÷ IF( hklo)19] 
h k 

x cos 2z(hu  ÷lcv) mit l0 = 2n ÷ 1 

enth~lt demnach nur an solchen Stellen positive oder 
negative Maxima, welche interatomaren Vektoren 
innerhalb ein und derselben fiktiven geordneten Teil- 
struktur entsprechen, nicht aber solche, welche Vek- 
toren von einem Atom eines Stabes mit geradzahligen 

o 

(o) 

r, t zu einem Atom eines Stabes mit ungeradzahligen 
r, t zuzuordnen w~ren. Die entsprechende verall- 
gemeinerte Sinus-Patterson-Projektion P 

pq0 sin)(u ' v) = ~ ~7 [ IF(hklo)12 - JF(hklo)12] 
h k 

x sin 2~(hu ÷ lcv) mit lo= 2n + l 

kann hingegen nur solehe Maxima enthalten, welche 
Vektoren von Atomen der einen fiktiven geordneten 
Teilstruktur zu Atomen der anderen entsprechen. 
In Fig. 4 sind die Lagen der Maxima in den beiden 
verallgemeinerten Projektionen, wie sie sich aus den 
Phosphor-Lagen der gewShnliehen Projektion ergeben, 
angedeutet. Zwischen den ~-Werten 0 und 1 l~sst 
sich auf Grund des Vorzeichens der Maxima mit 
v=½ und lul<~ in der verallgemeinerten Cosinus- 
Patterson-Projektion entscheiden" Dort liegen n~mlich 
die Harker-Maxima, die im b-Fall (~=0) positiv, im 
n-Fall (~--1) negativ sein miissen. 

Die Entscheidung zwischen Ringen und Ketten ist 
ebenfalls auf Grund der verallgemeinerten Patterson- 
Pro]ektionen mSglich. Wir betrachten zu diesem 
Zweck je zwei P-P-Maxima" sie mSgen interatomaren 
Vektoren yon den beiden, in Projektion nicht zu- 
sammenfallenden P-Atomen eines Stabes (P(1) und 
P(2)) zu irgendeinem P-Atom (P') entsprechen. 
Derartige Paare yon Patterson-Lagen sind in Fig. 4 
durch Linlen verkniipft. Die in Projektion zusammen- 
fallenden Phosphat-Tetraeder h~ngen durch 'Briicken- 
sauerstoffe' zusammen, welche in Spiegelebenen liegen. 
Der Abstand dl bzw. d2 der P-Atome dieser Tetraeder 
yon der den entspreehenden Briickensauerstoff ent- 
haltenden Spiegelebene kann nun nach unserer Kennt- 

G 
"-2"  

(~) 

Fig. 4. Schematische Darstellung der Patterson-Lagen, die den P-P-Vektoren entsprechen, in xy-Projektion. (a) Lagen, die 
in Projektionen P(/0 cos)(u, v) zu erwarten sind, (b) Lagen, die in Projektionen p(10 sin)(u, v) zu erwarten sind. Durch d(inne 
Linien wurden Patterson-Lagen verbunden, welche P-P-Vektoren yon einem festgehaltenen P-Atom zu zwei in Projektion 
nieht zusammenfallenden P-Atomen ein und desselben Stabes entsprechen. 
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nis der Phosphatgruppen nicht kleiner als 1,3 /~ und 
nicht grSsser als 1,65 J~ sein. Fiir die z-Koordinaten 
z, und z2 der P-Atome bezogen auf eine derartige 
Spiegelebene gilt demnach (siehe Fig. 5) 

0,14 < z~ -t- co. < 0,235; 0,14 < z2-t- w2 < 0,235 

wobei wj gleich 0 oder ½ ist und fiir Ringe w l =  w2, 
fiir Ketten wl :~ w2 gilt. 

(a) (b) (c) 
Fig. 5. St ruktur  des Phosphatanteils  eines einzelnen Stabes 

(sehematisch) 

(a) bei Annahme einer Ringstruktur ,  
(b) bei Annahme einer Ket tens t ruktur ,  
(v) Tefl der -~berlagerungsstruktur, die beiden Annahmen 

entspricht. 

Wie aus elementaren trigonometrischen ~ber- 
legungen folgt, ist das Verh~ltnis des Gewichtsfaktors 
des P(1)P'-Maximums zu dem P(2)P'-Maximum 

wen~ Ringe vorliegen, gleich Q, 
wean Ketten vorliegen, gleich - Q ,  

wobei Q = cos/0zl/cos loz2 ist. Fiir l0 = 1 bzw. 3 oder 5 
ist Q > O, da cos lozj innerhalb des angegebenen Werte- 
bereichs das Vorzeichen nicht wechselt. Somit mfissen 
die in Fig. 4(a) und (b) durch Striche verkniipften 
Maxima gleiches (verschiedenes) Vorzeichen haben, 
wenn Ringe (Ketten) vorliegen. 

Da die Summen IF(hkl)[2+[F(hkl)[ ~ gleich den 
Relativwerten der Betragsquadrate der Struktur- 
faktoren einer geordneten Teilstruktur sind, lassen 
sich ihre Wurzeln verwenden, als w~ren sie experimen- 
tell gefundene Absolutbetr~ge der Strukturfaktoren 
einer solchen Teilstruktur: sie k6nnen mit Struktur- 
faktoren, die fiir eine Teilstruktur berechnet wurden, 
vergliehen werden, und verallgemeinerten Elektronen- 
dichteprojektionen zugrundegelegt werden. ~ber  die 
Ergebnisse der Verwendung dieser Gedankeng~nge 
zur Bestimmung der Struktur des Natriumtetrameta- 
Phosphats soll gesondert berichtet werden (Jarchow, 

1964). Hier sei nur mitgeteilt, dass diese Ergeb- 
nisse mit den hier dargelegten ~berlegungen in 
~bereinstimmung sind: In der 3. verallgemeinerten 
Cosinus-Patterson-Projektion besitzen alle Maxima 
mit u =  ½ und v < ~ dasselbe (n~mlich negatives) Vor- 
zeichen. Die prominenten Maxima entsprechen den in 
Fig. 4(a) gezeigten Lagen; in den dort durch diinnte 
Linien verkniipften Lagen sind Maxima mit dem 
gleichen Vorzeichen. Verallgemeinerte Elektronen- 
dichteprojektionen und R-Faktorberechnungen sind 
mit den durch diese Cosinus-Patterson-Projektion 
nahegelegten Schlfissen im Einklang. 

Die yon Jarchow erhaltenen experimentellen Daten 
fiihren somit unter den oben angegebenen Annahmen 
- -  OD-Struktur aus gleichartigen St~ben - -  zu einer 
Struktur der abgeleiteten OD-Gruppoidfamilie mit 
geordneten Bereichen von maximalem Ordnungsgrad, 
welche dem n-Fall entsprechen, und ringfSrmigen 
Anionen. 

Geringe Abweichungen yon der Symmetrie P(1 )(1 )m 
der einzelnen Phosphatringe, welche sieh in dem Test 
auf Symmetriezentrum der ~berlagerungsstruktur 
nicht bemerkbar machen wiirden, lassen sich allerdings 
bei dem gegenw~rtigen Stand der Verfeinerung der 
Atomparameter noch nicht eindeutig ausschliessen. 

Die Verfeinerung wird zudem durch relativ grosse 
experimentelle Fehler ersehwert, die auftreten, weil 
aus. G~.finden der Belichtungszeit ein verh~ltm~ssig 
grosser Kristall gew~hlt werden musste, so dass die 
Intensit~ten durch Absorption verf~lscht sind. Der- 
artige experimentelle Fehler kSnnten durehaus geringe 
Abweichungen von der angenommenen Symmetrie 
maskieren, sodass sie der Beobachtung entgingen. 
In diesem Falle wiirde, die beobachtete 2-dimen- 
sionale Fehlordnung darauf sehliessen lassen, dass die 
den St~ben S0,0 und $1,1 zugeordneten Phosphat- 
baugrupper~ nicht als benachbart anzusehen w~ren 
und die Struktur sich nicht als OD-Struktur aus 
gleichartigen St~ben beschreiben liesse (s. o.). Trotz- 
dem ware die Struktur als OD-Struktur zu bezeichnen, 
sofern die Na-Atome auf dem Untergitter mit Periodi- 
Zit~t c/2 liegen, allerdings als OD-Struktur aus zwei 
Arten von St~ben: aus Phosphat-St~ben mit der 
Periode c und Na-St~ben mit der Periode c/2. Die 
wesentlichen Ergebnisse - -  ringfSrmige Anionen, vor- 
wiegend geordnete Bereiche yon maximalem Ord- 
nungsgrad - -  wfirden davon jedoch unberfihrt bleiben. 

5. Z u s a m m e n f a s s u n g  und S c h l u s s b e m e r k u n g e n  

Das Auftreten diffuser Ebenen neben scharfen Punk- 
ten im reziproken l~aum wies auf das Vorliegen einer 
2-dimensionalen Fehlordnung hin und liess vermuten, 
dass es sich um eine OD-Struktur aus gleichartigen 
St~ben mit zu einander parallelen Stabachsen handle. 
Unter dieser Voraussetzung konnte aus den beobach- 
teten AuslSschungsregeln und der Symmetrie der 
Intensit~tsverteilung eindeutig auf die OD-Gruppoid- 



K.  D O R N B E R G E R - S C H I F F  491 

familie geschlossen werden. Zu jedem Stab  gibt  es 
4 St~be, die als n~chste Nachba rn  zu bezeichnen sind. 
Das Auf t re ten  ausgepr~gter  Maxima liess weiterhin 
vermuten ,  dass in der  S t r u k t u r  geordnete Bereiche 
yon max ima lem Ordnungsgrad  vorliegen, eine Ver- 
mutung ,  die durch die Symmet r ie  der  Intensit~tts- 
vertei lung in den diffusen Scheibchen eine weitere 
Stiitze f indet.  

Es  wird gezeigt, in welcher Weise die experimentel l  
zug~nglichen In tens i t~ ten  der Maxima auf  den dif- 
fusen Scheibchen zur Berechnung yon verallgemeiner-  
t en  Pat te rson-  und  Elekt ronen-Dichteprojekt ionen 
herangezogen werden kSnnen, wie mit  ihrer Mille 
zwischen ket ten-  und r ingfSrmigen Anionen und 
zwischen 'b-Fall '  und 'n-Fal l '  unterschieden werden 
kann.  

Meinen Mitarbei tern,  F r a u  H. Grell-Niemann, F rau  
Ch. Krause  und H e r r n  Dr. P. Sedlacek mSchte ich ffir 
viele f ruch tbare  Diskussionen danken.  
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A Method for the Determinat ion  of C o m p l e x  Cubic Metal  Structures  
and its Appl icat ion to the Solut ion of the Structure  of NaCd2* 

BY STEN S ~ s o N  

Gates and Crellin Laboratories of Chemistry, California Institute of Technology, Pasadena, California, U.S.A. 

(Received 21 March 1963 and in revised form 17 July 1963) 

Structures of intermetallie compounds of certain cubic space groups can be completely surveyed or 
determined with the use of a single map, the packing map, apparently irrespective of the size of 
the unit cell and the number of parameters involved. :For certain cubic space groups two or perhaps 
three packing maps will have to be used. Sections through coordination polyhedra represented with 
transparent  templates can be fitted together on the packing map which then guides the search for a 
reasonable structural motif. This technique is of particular value if the atomic arrangement is such 
as to render the interpretation of Patterson maps extremely difficult. The structure of NaCd 2 
(cube edge a 0 = 30.56 A, space group Fd3m (03)) was derived with the use of a single packing map, 
avoiding the time-consuming construction of three-dimensional models. 

Introduction 

The method  described here utilizes the  idea of Bragg 
& West  (1926) to determine all the  possible positions 
of the  atoms: in the  uni t  cell relat ive to their  s y m m e t r y  
elements th rough evalua t ion  of the  domains of neigh- 
bors t h a t  mus t  not  overlap. I t  is well known t h a t  if 
a s t ruc ture  is sufficiently simple i t  can be de termined 
this way  by  s t r a igh t fo rward ,  completely logical argu- 

* Contribution No. 2951 .from the Gates and Crellin 
Laboratories of Chemistry. The work reported in this paper 
was carried out under Contract No. Nonr-220(33) between 
the California Institute of Technology and the Office of 
Naval Research. 

ments .  I f  a s t ruc ture  is of considerable complexity,  
however,  the  pure ly  geometr ical  reasoning can only 
serve as a guide in the  search for a reasonable  struc- 
tu ra l  mot i f  and  guesses have  to be made  as to the  
s t ruc tu ra l  e lements  (coordination polyhedra  etc.) as 
well as to other  fea tures  t h a t  m a y  be exhibi ted in 
the s t ructure .  This me thod  of t rea t ing  s t ruc ture  prob- 
lems was t e rmed  the  stochastic method  by  Paul ing  
(1933, 1955). So far ,  it  has appa ren t ly  been carr ied 
out only wi th  the  use of three-dimensional  models.  

The present  me thod  represents  a re f inement  of the  
stochastic method  of t rea t ing  crystals  of complex 
cubic intermetal l ic  compounds.  I t  differs f rom the  
methods  described by  Bragg & Wes t  (1926) and  


